Grenoble INP — Pagora Analyse numérique
lére année

Exercices corrigés

NB : Les exercices corrigés ici sont les exercices proposés durant les séances de cours. Les corrections données
sont des corrections plus détaillées que celles fournies durant le cours (si le temps a permis de donner ces
corrections). Si vous avez des questions concernant ces exercices, n’hésitez pas a envoyer un mail & votre
enseignant d’analyse numérique pour lui poser une question. Si vous trouver des coquilles, des erreurs dans
le présent document, n’hésitez pas a le signaler & votre enseignant par un mail.

Chapitre 1 : Introduction au calcul approché

Exercice 1 Montrer que 9325 s’écrit bien (10010001101101)5 en base 2 puis reconvertir (10010001101101)4
en base 10.

Pour convertir un entier de la base 10 a la base 2 (on verra que la méthode différe légérement pour un
nombre décimal un peu plus tard), on divise l’entier par 2 (division euclidienne) et le reste correspond au
dernier chiffre de I’entier en base 2. Pour 9325, cela donne

9325 = 2 x 4662 + 1
et on itére le processus sur le quotient obtenu (jusqu’a ce qu’il vaille 1). Ainsi puisque
4662 =2 x 2331+ 0
On peut réécrire 9325 sous la forme
9325 =2 x (2x23314+0) +1=22x23314+2' x0+2"x 1

et 01 sont les 2 derniers chiffres de 9325 écrit en base 2. Pour enfoncer le clou, on détaille encore l'itération
suivante
2331 =2 x 1165+ 1

9325 =22 x (2x 1165 +1) +2' x 0+2°x 1 =23 x 11654+ 22 x 1 + 2! x0+2° x 1

et 101 sont les 3 derniers chiffres de 9325 écrit en base 2. On affiche ensuite le processus itératif dans son
entier :

9325 = 2 x 4662 + 1
4662 = 2 x 2331 + O
2331 = 2 x 1166 + 1
1165 = 2 x 582 + 1
582 = 2 x 291 + O
201 = 2 x 145 + 1
145 = 2 X 2 + 1
72 = 2 X 36 + 0
36 = 2 X 18 + 0
18 = 2 x 9 + 0

9 = 2 x 4 + 1

4 = 2 x 2 + 0

2 = 2 x 1 + 0

1 = 2 x 0 + 1



Exercice 2 Ecrire (34)19 et (27)10 en binaire puis effectuer lopération en binaire (34)10 + (27)10 et vérifier
que le résultat obtenu soit le bon.




Exercice 3 Ecrire (90)19 et (97)10 en binaire puis effectuer 'opération en binaire (90)19 X (97)10 et vérifier
que le résultat obtenu est le bon.







Exercice 4 Si on dispose de 4 bits (bit de signe compris), quelles valeurs peuvent prendre les entiers codés
sur ces 4 bits ?

Si on dispose de 4 bits dont 1 de signe, il ne reste plus que 3 bits pour coder les entiers naturels (ceux plus
grand que 0). IIs ne peuvent donc prendre que 2° valeurs distinctes dont la valeur 0. Les entiers naturels
codés sont ainsi 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, et 7 = 22 — 1. Maintenant, si on tient compte du bit de signe, les entiers
codés devraient pouvoir varier entre —7 et 7.

Cependant deux combinaisons auraient la méme valeur 0 : 1000 et 0000, le chiffre en gras désigne ici le bit
de signe. Pour éviter cette redondance, on pose 1000 = —8 (classiquement, le signe de bit lorsqu’il vaut 1

indique un nombre négatif).

Finalement, si on dispose de 4 bits (bit de signe compris), on peut coder les entiers de valeurs comprises
entre —8 = —23 et 7=2% — 1.

Exercice 5 Vérifier [’égalité entre (9,90625)19 et (1001,11101).

On distingue la partie entiére et la partie décimale & traiter. On vérifier tout d’abord que (9)19 = 10012, en
effet

9 = 2 x 4 + 1
4 = 2 x 2 + 0
2 = 2 x 1 + 0
1 = 2 x 0 + 1

On a donc
9,90625 = 23 x 1+ 2% x 0+ 2' x 0+ 2° x 1 4 0,90625

Mais on a aussi
9,90625 = 2% x 14+22 x 0+ 2! x 0+2° x 14271 x (2 x 0,90625)

9,90625 =23 x1+22x0+2' x0+2°x1+271 x1,8125
9,90625 =23 x 1 +22x0+2' x0+2°x 1 +271 x (1 +0,8125)

On vient donc de calculer le premier chiffre aprés la virgule de 9,90625 en binaire (soit ici 1). On réitére le
méme processus pour avoir le chiffre aprés la virgule suivant

9,90625 =23 x 1 +22 x0+2' x0+2° x14+271 x1+272 x (2 x0,8125)

9,90625 =22 x1+22x0+2' x0+2°x1+27 ' x1+272x1,625
9,90625 =28 x 1 +22 x0+2' x0+2°x14+271 x 14272 x (1 4+ 0,625)

Le deuxiéme chiffre aprés la virgule (en binaire) est donc 1. Voici enfin directement, les traces des calculs
pour obtenir tous les chiffres nécessaires aprés la virgule

9,90625 =23 x1+22x0+2' x0+2°x1+27'x14+22x1+23%x1,25
9,90625 =28 x 14+ 22 x0+2' x0+2°x 1427 x 14272 x1+273 x (140,25)

9,90625 =22 x1+22x0+2' x0+2°x1+27'x14+22x1+23x1+27%%0,5
9,90625 =22 x 14+ 22 x0+2' x0+22x 142 x14+22x1+23x1+24x0+27°%x(2x0,5)
9,90625 =22 x1+22x0+2' x04+2°x14+2 ' x14+22x1+4+23x14+2%x0+2°x1

On vérifie donc bien que (9,90625);9 = (1001, 11101)s.



Chapitre 2 : Résolution d’équations non-linéaires

Exercice 6 On définit la méthode du point fire suivante
xzo fixé dans [a,b]
Tt = g(Tn)
. |Ifn+1 - l|

On suppose que cette suite admet une limite sur [a,b] notée l. Cette méthode est d’ordre p si | R
Ty —

admet une limite réelle strictement positive lorsque n tend vers linfini.
On suppose g p fois dérivable sur [a,b]. En utilisant la formule de Taylor, montrer que la méthode est d’ordre

p si et seulement si
et g®(1)#0

JO=g"()=...=g" V1) =0




Exercice 7 (ordre de convergence de la méthode de Newton) On rappelle ici la méthode de New-
ton, il s’agit d’une méthode du point fize pour rsoudre f(x) =0 sur [a,b] définissant la suite suivante

zo fixé dans [a, ]

J'(wn)
On suppose que cette suite admet une limite sur [a,b] notée . Montrer que si f est 3 fois dérivable sur [a, b]
et que f'(1) # 0, alors la méthode de Newton est d’ordre 2 au moins.

Tnt1 =g(xp) =z, —




Chapitre 3 : Approximation de fonctions

Meéthode des moindres carrés

Exercice 8 On dispose de n points (x;,y;), i = 1,...,n et on suppose que la fonction modéle est de la forme
f(z,Bo) = Bo

Trouver By minimisant la quantité
n

S(Bo) = > _(yi — f(wi, Bo))?

i=1

Exercice 9 (Régression linéaire) On dispose de n points (x;,y;), i = 1,...,n et on suppose que la fonc-
tion modele est de la forme

flz,a,b) =ax+b



On cherche le minimum de
n

S(a,b) = Z:(yz —ar; — b)2

i=1
Pour cela, il faut chercher ou le gradient de S vaut 0. On doit donc calculer les dérivées partielles de S par
rapport G a et b. Celles-ci valent

oS -

% -2 ;_1 xi(y; — ax; — b)
as -

o - 2 ;Zl(yi —az; —b)

Le minimum de S est donc atteint pour (a,b) solution du systéme suivant

i x;(y; — ax; — b)
i=1

n

Z(yi —ax;—b) = 0

i=1

|
=

On note T ety les moyennes des x; et y; :

n

1 — 1
T=;;l’i o2 Yi

i=1

<
I

Ezprimer b en fonction de a, T ety puis exprimer a.




Exercice 10 (Moindres carrés linéaires) On dispose de n points (x;,y;), i = 1,...,n et on suppose que
la fonction modéle est de la forme

m
f@,8) = Bror(z)
k=1
avec B le vecteur contenant tous les parameétres que nous allons chercher

p1
P2

B

On cherche le minimum de
n

SB) = (yi — f(a:,8))?

i=1
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Pour cela, il faut chercher ou le gradient de S vaut 0. On doit donc calculer les dérivées partielles de S par
rapport aux By. Celles-ci valent

958 _ 223(1 i) 2L

0B
Or on a pour tout i =1,...,n et pour tout k=1,...,m
of (z;,
Xik — M — ¢k(x’t)
Bk
Posons la matrice et le vecteur
X11 X12 e le Y1
Xo1 Xoo ... Xop Y2
X = . . . . y= .
X1 Xp2 .. Xom Yn

Montrer que B est minimum de S si le vecteur est solution du systéme suivant

(XTX) B=X"y
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Exercice 11 On dispose de n points (z;,y;), ¢ = 1,...,n et on suppose que la fonction modéle est de la

forme

Chagque mesure y; est entdchée d’une erreur dont ’écart-type est estimé a o;

minimum de

f(x7ﬂ0) = 130

X*(Bo) = sz(yz —Bo)?

\/;w_i' (w; > 0). Trouver 3




Interpolation polynémiale

Exercice 12 On dispose de n + 1 points (x;,y;), i = 0,...,n. On suppose xg < x1 < T,. On construit
f fonction d’interpolation entre xo et x, tel que les points (x;,y;) soient reliés entre eux par des droites.
Exprimer [ sur [zg, Zy)].




Exercice 13 On dispose d’un ensemble de n + 1 points (z;,y;), i = 0,...,n tel que si i # j, x; # x;.
L’interpolation polynémiale sous forme lagrangienne noté L est une combinaison linéaire

L(x) = y;l(x)
j=0

de polynomes de Lagrange

n
T — T T — xo T—Ti_1 T—Xji r—
@ = 11 - Lt :

k=0, k] Tj — Tk Tj — To Tj—Tj—1Tj — Tj41 Tj — Tp

Les polynémes de Lagrange sont de degré n donc L est au mazimum de degré n.

Montrer que L(xz;) = y;, pour it =0,...,n.

Exercice 14 On considére [’ensemble de points suivants

(+d) 0 (-3)

Calculer le polynome d’interpolation L passant par ces trois points.



Tout d’abord, il faut calculer les ¢;(x), j valant 0, 1 ou 2. On a

2

lo(w) = H Ti—aTp _ r—x T—a3 -0 z-1 :w(ac—l)zle_lx
’ ko kzo T3 T Tk Lo T1 o~ T2 -1-0-1-1 2 2 2
R T—Tg T—XT z—(-1)z—1
01 () = L N U R S =@+ D)@x-1)=-2>+1
1( ) k_g¢1 :Ej—xk 1 — Lo L1 — T2 0—(—1)0—1 ( )( )
to(w) = ﬁ Ti— &k T —Tg T—Ty z—(-1)z—-0 _ z(z+1) zlx2—|—1x
: k0 k2 Td T Tk Tz — To Tz — Iy I1-(-1)1-0 2 2 2
D’ou
1 /1 1 1 /1 1 1 25
L(z) = yo 4 l ¢ = —(Z2? =2z )—-2?+1+— =2+ =) = =2 —2’+1= ——2%+1
() = yo Lo(x)+y1 b1(x) +y2 ba(T) % (233 296) s +26 <2x +2 2% % 4 56% +
Exercice 15 On dispose d’un ensemble de n + 1 points (x;,y;), ¢ = 0,...,n tel que x9 < x1 < ...x,. La
spline cubique S interpolant ces points coincide sur chaque intervalle [x;, x; 1] avec un polynéme p; de degré
3 de la forme :
f_// f_///
S(x) = pil@) = fi+ filw — ) + Gy (@ —2:)* + (@ —a)°

Les coefficients o déterminer sont les f;, fi, fi' et f".

On a n + 1 points d’interpolations donc n intervalles [x;,x;11] et 4n inconnues & déterminer. On veut
naturellement que
S(x;) = pi(z:) =y 1=0,...,n—1
S(ziv1) = pi(xit1) = i 1=0,...,n—1
ce qui permet d’assurer la continuité de la spline cubique S. n a donc 4n inconnues et 2n relations utilisées

pour les conditions usuelles. On se sert des 2n degrés de libertés restant pour imposer que la spline S soit
C%. Pour que S soit C? sur [z, x,], il faut que

S'(@i41) = pi(@it1) = Piga (@is1)  i=0,...,n—2

S"(wiv1) = pi (Tir1) = Pl (Tisr)  i=0,...,n—2
On vient d’tmposer 2 x (n— 1) conditions, il reste encore 2 degrés de liberté. En général, pour terminer on
prend 8" (xz¢) = pi(xo) = 0 et S"(xy,) = pi_1(xn) = 0 (splines naturelles) mais de nombreux autres choix
sont possibles.

On cherche maintenant & évaluer les coefficients f;, f!, f!' et fI". Pour cela, il faut répondre aux questions
sutvantes
1. Exprimer p;(x), pi(x) et p!(x) en fonction des fi, fI, fI' et f!".
2. Montrer & partir de la condition p;(x;) = y; que
fi:yi i=0,...,n—1
3. Notons h; = ;41 —x; pour i =0,...,n—1 et flz;,x;41] = y*,ﬂblify Montrer & partir de la condition

Pi($i+1) = Yi+1 que
{/ {//
fi/:f[l‘i,l'i_,_l]—?lhi— é hlz ’L:O77TL—1
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4. Montrer a partir de la condition pj (x:y1) = piy1(Tiy1) que

//l_f//

m __ Ji+ i .

fi = i=0,...,n—2
7

5. On pose f) =pl'_1(x,). On a donc f)' | = —f"h;{"l‘l. Montrer que
!/ 1 1" 1 1" .
fi =f[xiaxi+l]_§hifi —ahifiﬂ 1=0,...,n—1

6. Montrer a partir de la condition pi(xiy1) = piyq(Tiv1) que
hifi +2(hi + hix) [y + higa flhy = 6(F[witr, wiva] = fl2i, i41])

pouri=20,...,n—2.

Il ne reste plus qu’a imposer f et fl! pour obtenir tous les coefficients.

16



Chapitre 4 : Intégration numérique

Exercice 16 1. Soit f une fonction intégrable sur le segment [a,b] (a < b). Quelle est la valeur moyenne
de f sur ce segment ?




2. Dans le cas du traitement du signal, on peut vouloir connaitre la valeur moyenne f (t) d’un signal f

sur le segment [0,t] (t > 0, variable dans le temps). Déduire de la question précédente ’erpression de
la fonction valeur moyenne f(t).

p 1
Exercice 17 FEcrire un programme Scilab permettant d’estimer lintégrale de T2 sur [0, 1] par la méthode

de Monte Carlo avec pour entrée N le nombre de valeurs aléatoires tirées pour calculer cette intégrale.

Pour rappel, la fonction rand(n,m) retourne une matrice de taille n X m contenant des nombres aléatoires
de loi uniforme compris entre O et 1.




Exercice 18 On veut approcher l’intégrale

1
19 = [ 1w
-1
par la formule de quadrature suivante

Aof(=1) + A1 f(1)

Calculer Ag et Ay pour que cette formule de quadrature soit de degré de précision au moins 1. Montrer que
cette formule de quadrature a pour degré de précision 1.

Exercice 19 (Formule des trapézes) On cherche a approcher lintégrale

b
I(f):/f(x)dx a<b

19



par la formule des trapézes (cas n = 1 des formules de Newton-Cotes fermé). On approzime ainsi cette
intégrale par la formule de quadrature suivante

(b= a) (wf" f(a) + iV (1))

avec
1) 1 b
wz( = m/a Ez("l?) dx

et U;(x), polynéme de Lagrange nécessaire pour l'interpolation.

Calculer les poids w(()l) et wgl).

Exercice 20 (Formule de Simpson) On cherche a approcher l'intégrale

b
I(f):/ f(x)dx a<b

par la formule de Simpson (cas n =2 des formules de Newton-Cotes fermé)

5 (@ ar (50 + )

Montrer que la formule de Simpson est de degré de précision 3.

20



Exercice 21 (Formule des rectangles) Etablir la formule des rectangles pour Newton-Cotes ouvert n = 0
puis montrer que cette formule est de degré de précision 1.







La formule des rectangles a au moins un degré de précision supérieur a 0.

b — a? a+b a+b b2 —a?
f@=e 1N="F  -af (7)) =-att =5
La formule des rectangles a au moins un degré de précision supérieur a 1.
b —a?
fe)=a*  I(f)="5

2
(b—a)f(a;b> — (b—a) ("’;b> _ b;a(a2+2ab+b2):i(b3—a2b+ab2—a3)

Le résultat obtenu par la formule de quadrature est différent de la valeur de I'intégrale pour f(x) = 2. On

en conclut que la formule des rectangles est de degré de précision 1.

Exercice 22 (Degré de précision des formules de Newton-Cotes) Pour une formule de Newton-Cotes
associée a une valeur impaire de n. Si f € C"([a,b]), alors il existe un réel K, # 0 et & €]a,b] tel que
Uerreur R commise sur la valeur de l'intégrale soit

K’IL

(7’L ¥ 1)| (b - a)n+2 f(nJrl)(g)

R(f) =

Pour une formule de Newton-Cotes associée a une valeur paire de n (sauf n = 0 pour Newton-Cotes fermé).
Si f € C"2([a,b]), alors il existe un réel M, # 0 et & €]a,b] tel que Uerreur R commise sur la valeur de
l'intégrale soit

M,

R() = Gy G- £

Déduire le degré de précision des formules de Newton-Cotes a partir de ce qui précéde.

On rappelle tout d’abord qu’une formule de quadrature est de degré de précision n si cette formule est exacte

(donne la valeur exacte de l'intégrale approchée) pour toute fonction f(x) = z* avec k < n et inexacte pour
f(z) = z+1.

D’autre part, on rappelle que toute fonction de la forme z* avec k entier positif est dérivable & I'infini sur
R et ces dérivées successives sont aussi continues sur R. On peut aussi montrer que si f(z) = ¥, alors la p
éme dérivée (p < k) de f vaut

k

fP(z) = plat?
et sip>k, fP)(z) =0.
Maintenant revenons a ’exercice et étudions le cas n impair, on a

Ky
(n+1)!

R(f) = (b—a)""? fr (g

Si f(z) = 2* avec k < n + 1, alors f("*V(2) = 0 et R(f) = 0 (la formule de quadrature est donc exacte
pour ces f choisis). On en déduit que le degré de précision des formules de Newton-Cotes avec n impair est
au moins n. Si f(z) = 2™+, alors f+D(z) = (n +1)! et

R(f)=Kn(b—a)""* #0

Les formules de Newton-Cotes ont un degré de précision n si n est impair.
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Exercice 23 (Formule composite des trapézes) La méthode pour obtenir une formule composite consiste
& diviser Uintervalle [a,b] en r sous-intervalles de longueur

b—a
r

h:

et d’introduire les points de subdivision
t;i =a+ih 1=0,...,7

On forme

b Tl et
/a f(x)dm=§/ti f(z)dx

et l’on applique sur chaque intervalle [t;,t;+1] une des formules de Newton-Cotes.

On wveut wutiliser pour formule de Newton-Cotes la formule des trapézes (Newton-Cotes fermé). Etablir la
formule de quadrature composite décrite précédemment. En combien de points est il nécessaire d’évaluer f
pour pouvoir utiliser cette formule ?




Exercice 24 (Un exemple de formule de Gauss) Soit la formule de quadrature de Gauss suivante

1(f) = / fa)dz % 1,(F) = o (o) + wr )

Le but est de choisir les neeuds xo et x1 et les poids wy et wy (soit 4 variables) de telle maniére a ce que le
degré de précision de la formule de quadrature soit le plus élevé possible. Pour résoudre ce probléme, on a
besoin de 4 équations (afin d’avoir une une solution unique pour les neeuds et les poids). Pour les obtenir,
on 1mpose que
I(f) = L.(f) pour f(z) = z* k=0,...,3
1. Etablir le systéme de 4 équations non-linéaires pour obtenir les neeuds et les poids.
2. Vérifier que
w0=w1=1 $0=—§ $1=ﬁ
3 3
est solution du systéme précédent

/_1 flx)de ~ f (_?) +f (?)

3. Vérifier que la formule obtenue

est de degré de précision 3.
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Chapitre 5 : Résolution de systémes linéaires

Exercice 25 Les systémes suivants ont-ils une solution unique, une infinité de solution ou pas de solution ?

Justifier.
201 + 6ax2 = 4 (1)
—4r; — 1229 = -8
1 4+ 3xy = 7
{ 2$1 - T2 = 0 (2)
4:131 - 3.73'2 = 14
{16x1 - 12z, = 2 (3)




Exercice 26 Quel est le rang de la matrice suivante ?

1 4 6 5
2 7 31
A= 4 10 7 2
0 5 8 9

Exercice 27 Soit le systéme linéaire & résoudre suivant

3r1 + 22, = 12
2r1 4+ 3x2 = 13
2.(1)1 — 2.’1}2 = =2
On a l’égalité suivante
V2 V2 2
3 2 2 6 3 5 0 V2 2
— V2 V22 2 2
2 3 =| -5 ¥ 2 0 3 < v _ﬁ)
2 =2 0 22 1 0 0 2 2
3 3

Vérifier que ’égalité précédente est une décomposition en valeurs singuliéres et ’utiliser pour montrer que

( ; ) est l'unique solution du systéme décrit plus haut.
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